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Teljes indukcio

A matematika egyik fontos bizonyitasi mddszere a teljes indukcié. Egy allitast minden természetes szamra
be szeretnénk latni. Kiprébaljuk n = 1-re, hogy igaz-e az dllitds. Ezutdn bebizonyitjuk, hogy n-r6l (n+1)-re
oroklédik az allitas. Ezzel készen is vagyunk, hiszen 1-re igaz, az 6roklodés miatt 2-re is teljesiil az allités.
De ha 2-re igaz, akkor 3-ra is 6roklodik az allitas, és igy tovabb.

Példdul: a kormos utasok feladatat altalanositjuk. Ha k kormos utas van, akkor pontosan a k-adik
megalléban szallnak le.

Bizonyitas: teljes indukciéval. Ha egy kormos utas van, akkor 6 az els6é megallondl leszall: tudja, hogy
van kormos utas, de csak tiszta arcokat lat, ezért tudja, hogy 6 kormos. A tobbiek latjak, hogy egyik tarsuk
kormos. Ok igy gondolkoznak: ha én is kormos vagyok, akkor a masik ember arra var, hogy én leszalljak az
els6 megallénal, 6 pedig nem szdll le. Mivel leszallt, ezért 6 az egyetlen kormos arcu a fiilkében, vagyis én
tiszta vagyok. Két kormos arcu utas esetén a piszkosak tudjak, hogy egy vagy két kormos van. Varjak, hogy
az elsé megalléban a maésik leszédll-e. Mivel nem szdllt le, ezért a mdsodiknal mindketten leszallnak. A tisztak
latnak két kormosat, innen tudjék, hogy két vagy harom kormos van. Egy tiszta utas igy gondolkodik: ha
két kormos van, akkor 6k leszdllnak a masodik megallénal. Ha én is kormos vagyok, akkor az egyik kormos
arra var, hogy a masik kormos és én leszalljunk a masodik megallonal. Mivel a két kormos leszéllt, ezért én
tiszta vagyok.

Most tegyiik fel, hogy k kormos arcu utas esetén mar tudjuk, hogy a k. megalloban leszallnak a kormosok,
s a tobbiek ezutdn tudjék, hogy 6k tisztdk. Léssuk be, hogy k + 1 piszkos arci ember esetén a (k + 1).
megalléban fognak leszéallni a kormosak, s a tisztak ettol kezdve tudjak, hogy 6k tisztak. Nézziik meg el6szor,
hogyan gondolkodok egy kormos! Ok piszkosat 1at, ezért arra var, hogy mi torténik a k. megalléban. Ha 6
tiszta lenne, akkor a tobbiek leszdllndnak. Mivel nem széllnak le, ezért tudja, hogy 6 is kormos, a (k 4 1).
megalléban leszéll a tobbi kormossal egyiitt. Egy tiszta igy gondolkodik: ha én tiszta vagyok, akkor a k + 1
piszkos arci ember a (k + 1). megdlléban leszdll. Ha én is kormos vagyok, akkor az els§ kormos arra var,
hogy én a tobbi k kormossal egytitt leszélljak a (k + 1). megélléban. Mivel a kormosok leszalltak a (k + 1).
megalléban, ezért én tiszta vagyok. Ezzel belattuk, hogy a tulajdonsag 6roklédik: k kormos arci utas a k.
megalléban leszdll mosakodni. A kalauznak az volt a szerepe, hogy ¢ inditotta a folyamatot, téle tudtak az
utasok, hogy van kormos kozottiik. Ez tette lehet6vé a k = 1 eset megoldasat.

A sik részekre osztdsa Legfeljebb hdny részre osztja 2020 a) egyenes, b) kor a sikot?

Megoldas Mindkét rész megoldasat kisérletezéssel kezdjiikk. Kiprobaljuk, hogy 1, 2, 3, 4 egyenes illetve
kor legfeljebb hany részre osztja a sikot. Eszre lehet venni egy szabalyszeriiséget, ezt teljes indukciéval fogjuk
igazolni.

a) 1 egyenes legfeljebb 2 részt, 2 egyenes 4, 3 egyenes 7, 4 pedig 10 részt hoz létre. [jgy tlinik, az eredeti
1 (a teljes sik) részhez az n. egyenes n 1j résszel jarul hozzd, azaz n. egyenes legfeljebb 1+1+2+4---4+n =
1+ @ részre bontja a sikot. Olyankor keletkezik a legtobb rész, ha semelyik két egyenes nem parhuzamos,
és a metszéspontokon mindig két egyenes megy at.

Allités: n. egyenes legfeljebb 1+14+2+---+n=1+ @ részre bontja a sikot.

Bizonyitas: Teljes indukciéval. n = 1-et helyettesitve a képletbe 2-t kapunk, ez a megfigyelésiinkkel mege-
gyezik.

Tegyiik fel, hogy n = k esetén igaz az allitds, azaz k egyenes legfeljebb 1 + @ részre bontja a sikot.
Megmutatjuk, hogy a tulajdonsag oroklodik, azaz k + 1 egyenes legfeljebb 1 + w részre bontja a
sikot. Amikor behtizzuk a (k4 1). egyenest, akkor az néhdny eddigi részen dthalad, azokat két részre osztja.
Amikor egy régi egyenest metsz, akkor 1j tartomanyba lép, s a kovetkezd metszéspontig abban halad. Az
elsd k egyenessel legfeljebb k metszéspontja van, ezek az 1j egyenest (k + 1) részre bontjak. Mindegyik
darab egy-egy régi sikrészt ketté oszt, igy (k4 1) résszel gyarapodik a tartoményok szama. Osszesen legfel-
jebb 1 + @ +(k+1) =1+ W részre bontja k + 1 egyenes a sikot. 2020 egyenes legfeljebb
1+ 20202021 — 2041211 részre bontja a sikot.

b) A prébéalkozasok alapjan sejtésiink a kovetkez6: n kor legfeljebb n? —n+ 2 részre osztja a sikot. Akkor

kapjuk a legtobb részt, ha mindegyik kor az Osszes tobbit 2-2 pontban metszi, és mindegyik metszésponton
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csak két kor halad at.

Bizonyitas: Teljes indukciéval. n =1 kér 1 — 1 + 2 = 2 részre bontja a sikot.

Tegyiik fel, hogy n = k kor k? —k+2 részre osztja a sikot. Vegyiik a (k+1). kort! Néhany régi tartomanyt
fel fog bontani két részre. Az 0j kor legfeljebb 2k pontban metszi a régieket, két metszéspont kozott egy
tartomédnyban halad az fv. A metszéspontok 2k részre bontjdk a kort, igy az 4j kor 2k 4j sikrészt hoz 1étre.
Igy osszesen k2 — k + 2+ 2k = (k +1)% — (k + 1) + 2 sikrészt kapunk.

2020 kor legfeljebb 20202 — 2020 + 2 = 4078382 részre osztja a sikot.

Ijj feladat A Matkonyv 16.12-es feladata.
(https : //matkonyv. fazekas.hu/cache/pdf Jvolombinatorika;.pdf)



